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𝐶*-алгеброй называется комплексная банахова *-алгебра A такая, что ‖𝐴*𝐴‖ = ‖𝐴‖2 для всех
𝐴 ∈ A. Для 𝐶*-алгебры A через Aid и A+ будем обозначать ее подмножества идемпотентов и
положительных элементов соответственно. Для 𝑃 ∈ Aid существует единственное разложение
𝑃 = ̃︀𝑃 + 𝑍, где ̃︀𝑃 = ( ̃︀𝑃 )* ∈ Aid и нильпотент 𝑍 ∈ A с 𝑍2 = 0, причем 𝑍 ̃︀𝑃 = 0, ̃︀𝑃𝑍 = 𝑍.
Следом на 𝐶*-алгебре A называется такое отображение 𝜙 : A+ → [0,+∞], что 𝜙(𝑋 + 𝑌 ) =
𝜙(𝑋) + 𝜙(𝑌 ), 𝜙(𝜆𝑋) = 𝜆𝜙(𝑋) для всех 𝑋,𝑌 ∈ A+, 𝜆 ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0); 𝜙(𝑍*𝑍) =
𝜙(𝑍𝑍*) для всех 𝑍 ∈ A. Для следа 𝜙 определим
M+𝜙 = {𝑋 ∈ A+ : 𝜙(𝑋) < +∞}, M𝜙 = linCM+𝜙 .
Ограничение 𝜙|M+𝜙 корректно продолжается по линейности до функционала на M𝜙, который
будем обозначать той же буквой 𝜙. Такое продолжение позволяет отождествлять конечные следы
(т.е. 𝜙(𝑋) < +∞ для всех 𝑋 ∈ A+) с положительными функционалами на A.
Пусть H – гильбертово пространство над полем C, B(H) – *-алгебра всех линейных ограни-
ченных операторов в H. Любую 𝐶*-алгебру можно реализовать как 𝐶*-подалгебру в B(H) для
некоторого гильбертова пространства H (Гельфанд–Наймарк).
Теорема 1. Пусть 𝑃,𝑄 ∈ B(H)id, 𝑄 = 𝑄* и 𝑈 = 𝑃 −𝑄 – изометрия. Тогда 𝑈 = 𝑈* унитарен
и 𝑄 = 𝑃⊥.
Условие 𝑄 = 𝑄* существенно в теореме 1. Следующая теорема является 𝐶*-аналогом из-
вестного утверждения [1] (см. также [2]): если 𝑃,𝑄 ∈ B(H)id и 𝑃 − 𝑄 принадлежит идеалу S1
ядерных операторов, то канонический след tr(𝑃 −𝑄) ∈ Z.
Теорема 2. Пусть 𝜙 – след на унитальной 𝐶*-алгебре A и 𝑃,𝑄 ∈ Aid. Если 𝑃 −𝑄 ∈M𝜙, то
𝜙(𝑃 −𝑄) ∈ R.
Следствие 1. Пусть 𝜙 – след на унитальной 𝐶*-алгебре A и трипотенты 𝐴,𝐵 ∈ A. Если
𝐴−𝐵 ∈M𝜙, то 𝜙(𝐴−𝐵) ∈ R.
Следствие 2 ([3, теорема 3.6]). Пусть 𝜙 – след на унитальной 𝐶*-алгебре A, 𝑃 ∈ Aid и
𝑃 = ̃︀𝑃 + 𝑍 – описанное выше разложение. Тогда 𝑃 ∈ M𝜙 ⇔ ̃︀𝑃 ∈ M𝜙 и при выполнении этих
условий имеем 𝜙(𝑃 ) = 𝜙( ̃︀𝑃 ) ∈ R+.
Доказательства приведенных утверждений см. в [4]. Получен 𝐶*-аналог квантового эффекта
Холла ([5], [6]): если 𝑃,𝑄 ∈ Aid и 𝑃 −𝑄 ∈M𝜙, то 𝜙((𝑃 −𝑄)2𝑛+1) = 𝜙(𝑃 −𝑄) ∈ R для всех 𝑛 ∈ N.
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